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L-Formen

Auf einem karierten Papier werden L-Formen platziert, sodass der gesamte Bereich ausgefiillt wird.
Ziel ist es, darin moglichst viel Information zu speichern.

Anordnung als 1-2 Rechtecke

duBere Entropie: 0 innere Entropie: 0 verzahnte Entropie: 0 Entropie pro L: 0

Es gibt mehrere Moglichkeiten, wie man die Ls anordnet. Ein L fiillt 4 Késtchen aus. Der Einfachheit
halber wird festgelegt, dass die Ls nur halb so gro8 sind. Ein L fiillt 4 Viertelkdsuchen und ein
Rechteck fiillt damit 2 Késtchen statt 8. Damit ist das stehende Rechteck 1-2. Die einfachste ist das

stehende 1-2-Rechteck. In diesem Rechteck gibt es 2 Moglichkeiten, wie man die Ls darin anordnet.
duBere Entropie: 0 innere Entropie: 120 verzahnte Entropie: 0 Entropie pro L: 0,5

In der Wahl, ob die Ls rechts oder links im Rechteck sind, kann ein Bit an Information gespeichert
werden. Bei den 240 Ls sind es 120 Rechtecke, also 120 Bit. Jedes L tragt damit 0,5 Bit. Ist es
moglich, dass ein L ein ganzes Bit bringt?
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Statt stehende Rechtecke kann man liegende Rechtecke nehmen, doch das ist gleichwertig.

duBere Entropie: 0 innere Entropie: 120 verzahnte Entropie: 0 Entropie pro L: 0,5
[ [ ] 1 | | [ ] 1 | | [ ] 1 |
| | | | | |
[ ] 1 | | | |
| | || | | | |
[ ] 1 [ ] 1 | [ ] 1
| | | | || | |
[ ] 1 | | [ [ ] 1
| | | | | | |
| | [ ] 1 [ |
| || | | | || |
| [ [ [ | [ [ 1
| | | | | | |
| [ [ | | |
| | | | |
[ [ 1 | [ ] 1
| | | | |
[ | [ ] 1 |
| | || |
| | [ ] 1
| || | | [ ] | [ ] | || |
. 2 Bit pro Quadrat
Entropie= 4L =0,5

Die Menge der speicherbaren Informationen ist von den Moglichkeiten abhingig. Gibt es 2
Moglichkeiten, dann ist es 1 Bit. Bei 2-2=4 Moglichkeiten sind es 2 Bit. Z.B. die beiden liegenden
Rechtecke, die ein Quadrat bilden. Gibt es eine andere Anzahl an Mdéglichkeiten, dann wird der
Zweierlogarithmus verwendet. z.B. bei 6 Moglichkeiten

}%E% =1og2(6)=2,58
Weill man nicht zu welcher Basis der Logarithmus gezogen wird, dann muss man das Ergebnis durch
log(2) teilen, um den Zweierlogarithmus zu haben. Was der Logarithmus berechnet ist
programmabhéngig. So kann log(10)= 1 sein oder log(10)= 2,3 oder manchmal auch log(10)= 3,32

und Formeln achtlos kopieren, das geht garnicht.
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Anordnung als 2-2 Quadrate

Nimmt man statt Rechtecke Quadrate, dann gibt es in einem Quadrat viel mehr Moglichkeiten.

duBere Entropie: 0 innere Entropie: 60 verzahnte Entropie: 0 Entropie pro L: 0,25

Die drehsymmetrische Anordnung hat nur 2 Moglichkeiten, benotigt aber 4 Ls. Damit speichern 4 L
nur ein Bit, sodass ein L nur 0,25 Bit enthalt.

1 Bit drat
Entropie= 1 piﬁ]? nata 0,25

Ein Quadrat kann also 4+2 verschiedene Mdéglichkeiten haben. Die ersten 4 sind 2 tibereinander

liegende Rechtecke und die anderen 2 sind die drehsymmetrische Anordnung.
duBere Entropie: 0 innere Entropie: 150 verzahnte Entropie: 0 Entropie pro L: 0,625
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Aber was ist mit den stehenden Rechtecken im Quadrat? Das wiren doch 4+4+2=10 Moglichkeiten?
Die stehenden Rechtecke werden nicht mitgezihlt, um sie der duleren Form zu zuordnen. Deshalb
bleibt es erstmal bei 6 Moglichkeiten und die anderen 4 werden spéter besser verwertet.

Kombiniert man die 4 Moglichkeiten mit den 2 Moglichkeiten, dann ergibt sich eine mittlere

Entropie von
0,5+0,25 .
Entropie= 5, = 0,375 Bit
Da man aber noch die Moglichkeit hat zwischen beiden Moglichkeiten zu wéhlen, gibt es nochmal
ein Extrabit fiir das Quadrat.

2+ 1
N +1

1
Entropie= ST 0,375+ 1= 0,625 Bit

Damit haben die Quadrate mehr Entropie als die stehenden Rechtecke.

Anstatt zu entscheiden, dass die drehsymmetrische Form mit 50% Wahrscheinlichkeit auftritt, kann
man sie auch mit 33% Wahrscheinlichkeit auftreten lassen, denn sie liefert nur 1 Bit statt 2. Das
entspricht dann den Wiirfeln zwischen 6 Mdoglichkeiten.

log(6
%;‘E—Z; — 10g2(6)= 2,58

. 2,58
Entropie= A" 0,646

Das ist nochmal ein bisschen mehr als 0,625.

Die wirkliche Entropie hingt jedoch vom Zufall ab, da die drehsymmetrische Form weniger Entropie
hat, als 2 Rechtecke.

duBere Entropie: 0 innere Entropie: 151 verzahnte Entropie: 0 Entropie pro L: 0,629
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Anordnung mit 3-2 Rechtecken
Was ist mit ldngeren Rechtecken? Also ein Rechteck, wo 6 Ls reinpassen. Das stehende Rechteck hat
eine Breite von 1, das Quadrat hat eine Breite von 2 und dieses hat nun eine Breite von 3.

duBere Entropie: 0 innere Entropie: 104 verzahnte Entropie: 0 Entropie pro L: 0,4333

I I
I I
I | I I
[ [ [ [
In einem solchen Rechteck konnen die Ls auf 3-2 weitere verschiedene Moglichkeiten angeordnet
werden. Alle Moglichkeiten, die es fiir das Quadrat und das stehende Rechteck gibt, zihlen nicht
mehr. Die 3 ist die Lage des liegenden Rechteckes im groflen Rechteck und die 2 sind die beiden
Moglichkeiten des kleinen Rechteckes. Das kleine Rechteck kann in der Mitte, unten oder oben im
groBBen Rechteck sein. Da alle 3-2 Moglichkeiten mit gleicher Wahrscheinlichkeit gewiirfelt werden
stecken in dem Wurf

log2(6)= 2,58 Bit
Da das groB3e Rechteck 6 Ls enthilt, sind darin

U L L

. 2,58 .
Entropie= oL - 0,431 Bit

Das sind nur 2/3, als wenn man die 6 Moglichkeiten fiir Quadrate nimmt.
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Anordnung mit liingeren x-2 Rechtecken

Was ist mit lingeren Rechtecken?
duBere Entropie: 0 innere Entropie: 90 verzahnte Entropie: 0 Entropie pro L: 0,375

Bei lingeren Rechtecken ist die Anordnung immer dhnlich. In der Mitte kommen kleine Rechtecke
und es gibt die Moglichkeit, ob diese oben oder unten beginnen.

Jedes kleine Rechteck bringt ein Bit und die Moglichkeit bringt ein Bit. Beim 4 breiten Rechteck
sind 2 kleine Rechtecke enthalten. Also hat das grof3e Rechteck 3 Bit.

.3 )
Entropie = L™ 0,375 Bit

duBere Entropie: 0 innere Entropie: 100 verzahnte Entropie: 0 Entropie pro L: 0,4166

I | | [ ] 1
I I | I I I

I I | | I I
| | | ||

Macht man das Rechteck lidnger, dann passen mehr kleine Rechtecke rein. Bei Breite 6 sind da 4
Rechtecke drin.

Entropie = L= 0,416 Bit
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Es geht noch lidnger

duBere Entropie: 0 innere Entropie: 105 verzahnte Entropie: 0 Entropie pro L: 0,4375

[ ] 1 | | | [ [ [ [
| | | | |

| | | |

| |

| | | | |

[ |

Mit jede 2 Ls, die hinzu kommen, entsteht ein liegendes kleines Rechteck.

. Breite-1 .
Entropie = 16l - 0,4375 Bit

Die Entropie erreicht das Limit von 0,5.

Zusammenfassung

Rechteck |Breite L Bit Bit/L
2*] 1 2 1 0,5
2% 2 4 2,5 0,625
2%3 3 6 2,58 0,43
2*4 4 8 3 0,375
2*5 5 10 4 0,4
2*6 6 12 5 0,4166667
2*7 7 14 6 0,4285714
2*8 8 16 7 0,4375

Das Rechteck mit der Breite 4 ist also das schlechteste und das Quadrat mit der Breite 2 ist am
besten.
Wie wiire es, wenn man das Quadrat mit 10 Moglichkeiten beldsst? Das wire

log(10) 3
log(2) = log2(10)= 3,32

Entropie= 22 = 0,83 Bi
ntropie= 4L =Y 1t

Man konnte bei dem 3-2 Rechteck auch noch die ganzen Moglichkeiten dazu zéhlen, die aus
Quadraten und stehenden Rechtecken bestehen. Das sind 8 fiir stehende Rechtecke und nochmal 12
fiir Quadrat mit Rechteck.

1002(26) 4.7 .
Entropie= 3%) ==£~=0.78 Bit

Fiir alle langeren Rechtecke kann man auch alle Moglichkeiten aus kiirzeren Rechecken mit hinzu
addieren. Doch es ist sinnvoller sich nicht auf eine fixe Rechteckldnge zu beschrianken.
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Kombi von 1-2 Rechtecke und 2-2 Quadrade

Statt die 10 Moglichkeiten im Quadrat zu belassen, ist es besser, wenn man Quadrate und Rechtecke
kombiniert.

Man entscheidet sich fiir das stehende Rechteck oder das Quadrat und gewinnt damit 1 Bit. Dieses

eine Bit ist die duBere Entropie und das andere war bisher die innere Entropie.
dulere Entropie: 82 innere Entropie: 137 verzahnte Entropie: 0 Entropie pro L: 0,9125

ns=l ArtE= L
II _I_‘__
St e

|
=T

T=FRAF
-

J]

I I L I | 1 |
|
| I=E=hhh=l
I |
Wiihlt man mit gleicher Wahrscheinlichkeit Breite 1 oder 2, dann betrégt die Innere Entropie
. . 1+ , 5 . dullere Entropie: 2
innere Entropie=57""7"= 0,583 Bit —L

Man nimmt das Rechteck und das Quadrat und das Rechteck liefert 1 Bit, das Quadrat 2,5 Bit und
teilt das durch die gesamte Fliche. Da jede Form mit gleicher Wahrscheinlichkeit wihlbar ist, hat
jede Form eine duflere Entropie von 1 Bit.

R=Q= —logZ(—SO;(_)i_?O% ) = —logZ(Sol%) =1

) . LpR+Lo:Q 0,5-140,5-1 1+1

dufiere Entropie=" 1 1414 = 2.0,5+4-0,5~ 2+4
Die gesamte Entropie ist damit

=0,333 Bit

7 4
Entropie= 12" 0,583+ 0,333=0,916 Bit

0,916 Bit viel mehr sind als die 0,83 der Quadrate mit 10 Moglichkeiten. Woher kommt diese
zusitzliche Entropie? Nimmt man Quadrate mit 10 Moglichkeiten, dann hat man an jeder zweiten
Stelle eine vertikale Trennung. Diese Beschriankung auf zu heben setzt Entropie frei.

Andert man die Wahrscheinlichkeiten vom 50% zu 50% auf Lg=56% fiir das stehende Rechteck,
dann steigt die Entropie auf 0,92.
R=-log2(56%)= 0,84
Q=-l0g2(44%)= 1,18
.. . Lr'R+Lo-Q 0,56-0,84+0,44-1,18
dulere Entropie="5 1 4 1o = 2.0,56+4-0,44
Entropie = 0,5766+0,3434= 0,92 Bit

=0,3436 Bit
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Kombi von allen Rechtecken

Man kann ja nicht nur Rechtecke der Breite 1 und 2 kombinieren. Es gibt ja auch noch lingere
Rechtecke. Aber die ldngeren haben alle eine innere Entropie von unter 0,5. Konnen sie tiberhaupt
die Entropie vergrofern. Bringt man eine Zahl kleiner 0,5 in den Mittelwert, der groBer ist als 0,5,

dann ist das erstmal schlecht.
duBere Entropie: 96,38 innere Entropie: 122 verzahnte Entropie: 0 Entropie pro L: 0,91

IS [ o

I
| ’_I || I . || |
I I I I
[ | | | [ [
Beispiel fiir Breite 3

= I ==, L s Ly =y el e}

duBere Entropie: 100 innere Entropie: 109 verzahnte Entropie: 0 Entropie pro L: 0,871

Beispiel fiir Breite 4

. E . LR'iR+LQ'iQ+L3'iQ3+L4'iQ4 _ 1+2,58+2,58+3
Innere EntropIe= "0 | p+4-Lo+6-Ls+8-Ly —  2+4+6+8

Das ist gegeniiber der vorherigen 0,583 deutlich weniger. Der Bonus kommt aus der dufleren

= 0,454

Entropie. Da nun 4 Formen mit 25% Wahrscheinlichkeit zur Auswahl stehen, hat jede Form eine
duBere Entropie von 2 statt nur 1.
R=Q=R3=Ry= -10g2(25%)=2
. . Lg:R+Lo-Q+Ls-R3+L4-Ry  0,25-2+0,25-2+0,25-2+40,25-2
duliere Entropie="51 AT +6-1;+8. Ly  2-0,25+4-0,25+6-0,25+8-0,25 —
Entropie= 0,454+0,4= 0,854

0,4

Wie setzen sich eigentlich die Formeln fiir die Entropie zusammen?
Fiir die innere Entropie eines Objektes wird einfach der Zweierlogaritmus aus den Moglichkeiten
gezogen.
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Fiir die duBlere Entropie eines Objektes wird der Zweierlogaritmus aus seiner reziproken
Wahrscheinlichkeit gezogen.
Anschlieend wird fiir die innere und duBlere Entropie der Mittelwert iiber alle Objekte gebildet.

Also: Das Quadrat hat 6 Moglichkeiten und taucht mit Lo= 25% Wahrscheinlichkeit auf. Seine
Innere Entropie ist damit log2(6) und seine dullere Entropie ist damit -log2(25%).
ig=10g2(6)=2,58
Q=-10g2(0,25)=2
. . Lg- iR+LQ' iQ+L3' iQ3+L4' iQ4 1+2,58+2,58+3
innere Entropie=""5 1" " AT 161348 Ly ~  2+4+6+8
. . Lr:R+Lo-Q+Ls-Rs+L4-Ry  0,25-240,25-2+0,25-2+0,25-2
dubiere Entropie="5 1 AT +6-1;+8-Ly — 2-0,25+4-0,25+6-0,25+8-0,25

= 0,454

=04

Hier kann einiges an den Wahrscheinlichkeiten rum probiert werden, um das Maximum raus zu

holen. Die langen Rechtecke verbessern die @u3ere Entropie der kurzen Rechtecke nur weil sie

moglich sind. Deshalb kann man die Langeren etwas seltener verwenden.

Um auf eine Entropie von knapp iiber 1,003 zu kommen geht mit diesen Wahrscheinlichkeiten
Lr=0,498; 0,351; 0,092; 0,0303; 0,0151; 0,076; 0,038; Lg=0,019

Jede weitere Breite muss mit genau halber Wahrscheinlichkeit auftreten, wie sein Vorginger, da die

innere Entropie nur um 1 Bit pro Breite ansteigt, aber 2 Ls hinzukommen. Das andere fehlende Bit

muss aus der duBeren Entropie kommen. Der Zweierlogarithmus steigt um 1, wenn sein Inhalt sich

verdoppelt.

Das Maximum aus innerer und duflerer Entropie ist damit rausgeholt.
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Schraubling
Ein bisschen mehr geht noch, indem man zwischen den Zeilen noch was einfiigt.
duBere Entropie: 126,54 innere Entropie: 126,2 \r'crm Entropie: 1 Entropie pro L: 1,057

L I I L I [

e =i TR I

ML ad | I| _:_I_ |

1T e
| -
In=gl il

| | ___IIII—L I I

| I I | |
An 2 Zeilen beriihren sich 2 liegende Rechtecke. Diese werden mit 50% Wahrscheinlichkeit um 90°
verschraubt.

sSihs

Es gibt noch weitere Moglichkeiten, wie man 2 Ls verdrehen kann. Sowohl zwischen den
Rechtecken als auch zwischen den Zeilen. Und es muss eindeutig sein. Das linke obere Rechteck
entsteht aus der Verschmelzung eines stehenden Rechteckes mit einem Quadrat. Diese Belegung des
3 breiten Rechteckes zihlt nicht zu den 6 Moglichkeiten des 3 breiten Rechteckes.

duBere Entropie: 128,78 innere Entropie: 122,2 verzahnte Entropie: 16 Entropie pro L: 1,112
L ] I I
? | | | I ?
I L I I
I | I
[ L [ [ I [ [
L I_‘ || I ? [ I
L] ’_I L L L L] I 1 L
o = | C | |
I I I ? ?
|| | | .
N | |
] L | | [ [ BEE | ]
L | I I [ | L I L[ 1
N | | ( |
R _J | [ o |
I I [ | L |
[ I I I I

Was bedeuten die Farben?

Ein L ist ein Polygon 6 Punkte und benétigt damit 16 Doppelbyte. Die griinen und orangen Ls
beriihren sich am Drehpunkt. Statt 2 Polygone mit 6 Punkte kann auch ein Polygon mit 10 Punkte
gezeichnet werden. Dies spart 2 Punkte und ein Polygon. Das gro3e Polygon braucht nur 24
Doppelbyte, was eine Ersparnis von einer Linie im Wert von 8 Doppelbyte ist.

Anschlieend kommt noch ein Packer zum Einsatz, der sich iiber Eck beriihrende Ls allgemein
verbindet. Dies spart auch jedesmal 8 Doppelbyte, sodass die Dateien insgesamt um 25% kleiner
sind.

Weille Ls sind unkomprimiert.
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duBere Entropie: 369,28 innere Entropie: 376,4  verzahnte Entropie: 26 Entropie pro L: 1,072 Dateigrofe: 23040 - 6944
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allgemeine Flachenfiillung

Das L-Formen Problem lisst sich auf einen allgemeinen Fall reduzieren, bei der verschieden lange
Rechtecke eine Fliche ausfiillen. Betrachtet wird der Fall, dass es 2 verschiedene Rechtecke sind,
dessen eine Seitenldnge 1 ist.

AuflenBits= 106 _InnenBits= 160 SchriublingBit= 14 K AulenBits= 106 InnenBits= 160 SchriublingBit= 14 K
i e = L
UE:HI: T HLL
S = ==
AT HE LI :n:ﬂ
et (g2
e e T U AT
ST e
=Sl == 0S=00000

Wie die beiden Ls im Rechteck angeordnet werden, ist die innere Entropie von 1 Bit. Dieses eine Bit
kann auch als eine andere Farbe dargestellt werden. Das Rechteck kann anders dargestellt werden,
hauptsache es belegt 2 Kistchen.
Was fiir Ls spezifisch ist, wird in den allgemeinen Fall nicht {ibertragen.

* Es geht bei den Quadraten die fiinfte und sechte Moglichkeit der drehsymmetrischen

Anordnung verloren.
* Es gibt keine Rechtecke aus 6 Ls und mehr.
* Bei den Schriublingen gibt es nur noch den Fall, wo Rechtecke verdreht werden konnen.

Es gibt damit nur 5 Variablen:
Objekt A und Objekt B. Objekt A ist ein stehendes Rechteck. Objekt B ist ein Block mit liegende
Rechtecken. Fiir die quadratische Einheit des Gitters, auf dem die Formen platziert werden, gibt es
viele Begriffe. Bei karierten Papier sind es Késtchen oder Karos. Beim Lego sind es Noppen.

* A = Wahrscheinlichkeit fiir A

¢ (1-A)= Wahrscheinlichkeit fiir B (meist 50%)

* ip=innere Entropie des stehenden Rechteckes

* ig=innere Entropie des Blockes der liegenden Rechtecke

¢ L= Platzbedarf in Kistchen eines stehenden Rechteckes

¢ Lg=Platzbedarf des Blockes

e E=dullere Entropie fiir A= -log2(A)

e Eg= duBere Entropie fiir B=-log2(1-A)
Wenn L> 1, dann Lg= LA2.
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Fiir L-Formen ist die Belegung
A=0,5
ia=1
ig=2
La=2
Lg=4
Ea= Ep=-10g2(0,5)=1

Die Menge der speicherbaren Entropie sinkt damit etwas
, . _A-ipt(1-A)ip 0,5-140,5-2 ,
innere Entropie= A-La+(1-A)Ls — 0524054 = 0,5 Bit
A-Ex+(1-A)-Ep  -A-log2(A)-(1-A)-log2(1-A)

dullere Entropie= ALat(1-A) Ly — A-Lat+(1-A)-Lg
dullere Entropie= 0.524054 = 0,333 Bit

Die gesamte Entropie ist damit
Entropie= 0,5+ 0,333= 0,833 Bit / Karo

Seite 16 m
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Legofestplatte

Verlassen wir mal die L-Formen und konzentrieren uns auf den einfachsten Fall. Auf eine Festplatte

werden rote LegoZweier gesteckt. Alle Zweier sind gleich und haben keine innere Entropie. Nur die

Art, wie sie gelegt werden, ist zufillig. Wie viel Information lédsst sich auf eine Noppe stecken?
Variablen: A=0,5; ia= 0; ip=0; Lo=2; Lp=4
) . A-ip+(1-A)-ig 0,5-040,5-0
innere Entropie=" 7 (1"A)-Ly = 0,5-2+0,5-4
n . -A-log2(A)-(1-A)-log2(1-A) 0,5-1+0,5-1
duBere Entropie=""""", 1 L(1'A)Ls  ~0.5240,54
Entropie= 0+ 0,333= 0,333 Bit

Auf jeweils 3 Noppen lisst sich ein Bit unterbringen. Der stehende Zweier benotigt 2 Noppen &

liefert 1 Bit und die beiden liegenden Zweier belegen 4 Noppen & liefern 1 Bit. Das sind 2 Bit fiir 6

Noppen.

=0 Bit

=0,333 Bit

Auf eine Festplatte mit 320 Noppen lassen sich in etwa 108 Bits platzieren.

Ein Quadrat ist breiter als ein Recheck, aber beide liefern nur ein Auflenbit. Wie wire es, wenn man
mehr von den platzsparenden Rechtecken nimmt? Das Optimum liegt hier bei dem goldenen Schnitt.
Variablen: A=0,618; i4=0; ig=0; Lo=2; Lg=4
Ex=10g2(0,618)= 0,6942
Ep=10g2(1-0,618)= 1,388
-A-log2(A)-(1-A)-log2(1-A) 0,618-0,6942+(1-0,618)-1,388

dullere Entropie= A-Lat+(1-A)Lp = 0.6182+(1-0.618)-4 =0,347 Bit
Bringt also ein bisschen was, aber gebrochene Bits sind unpraktikabel.
AuBenBits= 108 InnenBits= 0 SchriublingBit= 0 Karo AuflenBits= 112 InnenBits= 0 SchriublingBit= 0 _Karo
CCJOJCC CJC CJC CJC L0 LU0 CICCCC CICCC CC L Lo Cujeje Coejejeje
CCJOJCIC CJC CJC CJC CJC LU0 CICJOICIC CIOIC 0 CJC L CC Lo Cle e oo
CCJC CJC CJUIC CJC COUUC CICCC CICCIC CICJCC LU Cejeje Cejejejeije
CCJC CJC CJOIC CIJC CO OO CIO OO CICICIC CICJCIC CICOfC Cuje e OO e o
CICJCJCC CJUC CC OO CUe O CJC CJJC CIC 0 COjOfe Lo L Cje Cje Cje ©
CICJCJO IO CJOIC CJOIC IO CJO O CJC CJC CIC CIO 0 CIOJC O L L Lo Cje CjC ©
CCJC CJUUUUC CC CCC L0 CJC CICCUUUC CC CCje Lo Lo Cejcje Cjo
CCJC CJOJC OO IC CC LI O CJC CJOICIC IO IO IO CJC L CC CjC CCjC e Co
CIC CJC CJC CJOCC CUUUe CJC CJOC CICJUUC CUOOe Lo Lo Cje Cje Cje o
CJC CJC CJC CJOICIC CIOC U O CJC CICIC IO IC CIOJC OO CjC Cje Lo Cje CjC ©
CCJC CJC CJC CJC CIOUUC OO CICICICCC CICCC L Cujejejejejejeje Cjo
CCJC CJC CJC CJC CIC OO OO CICJOJCICIC CICJCIC CC O CCje oo e Cjo
CICJCJCC CJUC COJC CJC CJC CICIC]C CHICIUUC CJC LU L L Cecjejeje
CICJCJOIC COIC CIOIC L CJC CICJC O CHICICICIC CJC CIC e L ClC CCC OO o
CCJC CJUC COUC OO OO CICICICCICC CICCUUUue Lo Lo Cejejeje
COJC CJOUJC CJOIC IO IC COJC CICJC OO OO IO OO O OO CU L CCjC CHC OO O
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Fiillungen mit Einer
Es lasst sich eine interessante Entdeckung machen:

AufenBits= 108 InnenBits= 0 SchriublingBit=0 Karo
(O (@ () (Ol (OIS (9@ (O™ (™) (%) (o) (@) (™ (@
e elejele e cle e cle clele clelelc
(O (W) (Ol (9 (Ol (W) (%) (@) (O™ (@) (@) (O™ (W
celocleelele clecleleje clejefe e
clejejele clele clefele el ele ele e
clejejele el clejele cleje cle ele e
e eloeejejelele el eleje el efe ele
C CJC CJOjC OO jC CjC CJOjC CJC CJC CIC | AuBlenBits= 108 InnenBits= 0 SchriaublingBit=0 Karo
clecle cle cjejejeclelejele cle el effe elejeje el e cfe ele cleje cle]e]e
clecje e cleleje clejelele e cle elle cle cle oo cle elejee elejefe ele
celeclecjlecjeciejele cleje cfejejeljelelelele eleje cejele eleje ele cle ©
celocle el clelele oo clelelelle el elejefelele e eleje el ele ele
clejejele cjele cjeje el cle elejeje efjele ele eje cfejeje elejejele ele ele ©
clejejele clele cleje cle e clejele elfe eje ele efe ele clejeje eleje eleje]e
e elo oo clejeleje el clejejeleleflelejejele eleje eleje cle cle cleje]e ©
celeclejeelelejejeclele elejejefelelje e eleje cjejejele ejeje elejejeje]e

Man kann die Zeilen halbieren. Statt 2 liegende Zweier nimmt man nur einen und fiir den stehenden
Zweier nimmt man einen Einer. Man ordnet immer Zweier und Einer an. Es lisst sich die gleiche
Information auf halben Raum Speichern.

Variablen: A=0,5; i4=0; ig=0; La=1; Lg=2

Diese Vereinfachung kann fiir Zusammenfassungen genutzt werden. So ist Ly= immer 1.

Man kann auch lingere Rechtecke nehmen z.B. 3 oder 4.
AuBlenBits= 160 InnenBits= 0 SchriublingBit= 0 Karos= 320 Bit/Karo=0,5

® OO
-00-00000-0-0

QOO > DO > > >

S e o

AuBlenBits= 134 InnenBits= 0 SchriublingBit=0 Karos= 320 Bit/Karo=0,419

OOOOOC__ OO OO OK OOOCT—OC
O X 0 X 0000000000
X O X O O QOO
X X 00O 00O 000000000

Variablen: A=0,5; i4=0; ig=0; La=1; Lg=4
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Je janger die Rechtecke sind, desto weniger Information passt rein.

Seite 19 m

Rechtecke 2 3 4 5 6 7 8 9
A 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
LA 1 1 1 1 1 1 1 1
LB 2 3 4 5 6 7 8 9
iA 0 0 0 0 0 0 0 0
iB 0 0 0 0 0 0 0 0
Bit pro Kistchen | 0,667 0,5 04 0,333 0,286 0,25 0,222 0,2
Kommen keine Einer vor, dann ist die Entropie durch die Lénge zu teilen.
Rechtecke 2 3 4 5 6 7 8 9
A 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
LA 2 3 4 5 6 7 8 9
LB 4 9 16 25 36 49 64 81
iA 0 0 0 0 0 0 0 0
iB 0 0 0 0 0 0 0 0
Bit pro Kistchen | 0,333 0,167 0,1 0,067 0,048 0,036 0,028 0,022

Bei gleicher Wahrscheinlichkeit ist die Entropie (La+Lg)/2. Sind die Rechtecke irgendwann zu lang,
dann sollte die Wahrscheinlichkeit fiir den Einer erhoht werden.
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Die optimalen Wahrscheinlichkeiten sind

Rechtecke 2 3 4 5 6 7 8 9
A 0,618 0,682 0,724 0,755 0,778 0,797 0,812 0,824
LA 1 1 1 1 1 1 1 1
LB 2 3 4 5 6 7 8 9
iA 0 0 0 0 0 0 0 0
iB 0 0 0 0 0 0 0 0

Bit pro Kistchen | 0,694 0,551 0,465 0,406 0,362 0,328 0,301 0,279

AuBenBits= 80 InnenBits= 0 SchriublingBit=0 Karos= 320 Bit/Karo=0,25

>0 o000 >0 0

OOOOOOO

Fioocosecs
QOOOOOOO

A-Lyt+(1-A)-Lg =0.5140,5.7 = 0:25
-A10g2(A)-(1-A)Tog2(1-A) _ 0,797-0,328+0,203-2,007
A-Lyt+(1-A)-Lg = 0.797-140.203-7

O

O
O
OO

-A-log2(A)-(1-A)-log2(1-A)  0,5-140,5-1

duBere Entropie=

duBere Entropie= =0,328
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Einer mit Innenbit und leerer Dreier
Die einfachste Art etwas zu Speichern ist, dass man was nimmt, das 2 Zusténde hat: 0 oder 1;

schwarz oder weilf.
Variablen: A=1; i5=1; ; La=1;

AuflenBits= 0 InnenBits= 320 SchriublingBit=0 Karos= 320 Bit/Karo=1

002 ) 4 ¢ % 6. 6.4 ggg g 0% 6 6.6.0% 6.4
0%:;020020 2022022 00 67004 220 Og:

s b g St e

Es ist trivial, dass in jedem Késtchen genau ein Bit reinpasst. Aber was ist, wenn es noch ein leerer
Dreier zur Verfiigung steht? Den Dreier gibt es nicht in 2 Varianten, sondern nur in schwarz.

80

Variablen: A=0,5; 1= 1; ig=0; Lao=1; Lg=3
AuBlenBits= 142 InnenBits= 69 SchriublingBit= 0 Karos= 288 Bit/Karo=0,733

b dmg P :
ig %ggi% P—4
S am JamaEaw ¢
Der Dreier benotlgt 3 Kistchen, kann dafiir aber kein Bit speichern. Ist der denn iiberhaupt zu
gebrauchen? Nimmt man 3 Einer, dann hat man 3 Bit, aber nimmt man den Dreier, dann lésst sich
nichts drin speichern.
Dazu mal eine andere Herangehensweise. In die 3 Bit der 3 Einer lassen sich die Zahlen 0 bis 7
Speichern. Mit dem Dreier kommt eine weitere Moglichkeit hinzu. Man kann mit 3 Kistchen die
Zahlen 0 bis 8 darstellen.
log2(8+1)/3=3,17/3 Bit

Offenbar hat der Dreier doch einen Nutzen, da man in einem Késtchen mehr als 1 Bit unterbringen
kann.
AufBlenBits= 77 InnenBits= 222 SchraubhngBlt— 0 Karos=288 Bit/Karo=1,04

QOO LOOOOP
%@m

¢ gg%O

In 3 Karos sind 9 Moglichkeiten fiir den Inhalt denkbar. In 4 Karos lassen sich schon 20
Moglichkeiten finden.

log2(20)/4= 4,32/4= 1,08 Bit
Die Anzahl der Moglichkeiten M fiir eine Gruppe x mit maximal einem Dreier drin berechnet sich
mit:

M= (x+6)-2*
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Bei einer Gruppenlidnge von 8 ist das Maximum von 1,101 Bit je Késtchen erreicht, dann wird es
wieder weniger. Dies liegt daran, dass in einer 12 langen Gruppe bis zu 4 Dreier untergebracht
werden konnen und nicht nur einer. Die Formel ist suboptimal.
Aber bei einer Zehnergruppe passiert was ineressantes:

M= (x+6)-2%7= (10+6)-2'"%= 2048

2048=2""
In der Zehnergruppe passen genau 11 Bits rein, das ist 1,1 Bit pro Karo.

Was ist aber das Maximum an Informationen, die reinpassen? Dazu muss erstmal die Beschriankung
auf eine Gruppenlidnge aufgehoben werden und der Dreier taucht mit einer geringen
Wahrscheinlichkeit auf.

Variablen: A=0,907; ia= 1; i3=0; La=1; Lp=3
AuflenBits= 118 InnenBlts 210 SchraubhngBlt_O Karos= 288 Bit/Karo=1,14

i 0 e 2 i o

020
86, e S5 @ﬁo

Die optimale Wahrscheinlichkeit fiir den Einer ist 0,907.
) . A-ip+(1-A)-ig 0,907-1+0,093-0
innere Entropie= A-La+(1-A)Ls — =0.907-140,093-3 = =0,764
N . -A-log2(A)-(1-A)-log2(1-A) 0,907-0,141+0,093-3,424
dulfere Entropie=""""",1 Y1 A)Ly  ~  0,907-1+0,093-3
Entropie = 0,764+0,376= 1,14
Es lassen sich also maximal 1,14 Bits pro Késtchen unterbringen. Der Dreier, der selbst nichts
speichern kann, leistet also einen Beitrag. Der Trick liegt darin, ihn so selten zu machen, sodass seine

=0,376

duBere Entropie groBBer wird als die fehlenden 3 Bit der 3 Einer.

Gebrochene Bits sind jedoch schlecht nutzbar. Daher holt die Zehnergruppe schon ein Grofteil des
Moglichen aus den Dreier heraus. Denkbar ist auch eine Neunergruppe mit bis zu 3 Dreiern drin
(960+80+1= 1041 Moglichkeiten). Man legt sich eine Tabelle mit 1024 Zeilen an, in der jede
Kombination eine Folge von 10 Bits zugeordnet wird. Damit ist man mit 1,111 noch néher an der
Obergrenze von 1,14 dran.
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Legofestplatte mit Vierern
Auf eine Legofestplatte werden lange Vierer gesteckt. Es stehen nur rote Vierer zur Verfiigung.

AuBenBits= 60 InnenBits= 0 SchriublingBit= 0 Karos= 576 Bit/Karo=0,1041
[N (@ (@ (SRR (NN N (U@ (AN (NN
[N (@ (@ (SRR N (SRR (AN (RN (NN
[N (@ (@ (SRR N (SRR (AN (RN (NN
(SN ON @) (@) (@) (SRR (SRR N (U@ (RN ON@ ([N
(NN (@ (AN (NN (@ (@ (RN (€ (@ ([N (@
(SN (@ (U (AN (@ (@ (RO (€ (@ [QEONONE) (@
(SN (@ (U (AN (@ (@ (RO (€ (@ [QEONONE) (@
(SN ONW) (@ (U (AN (@ (@ (SRR (O (@) (RN (@
(@) (NN (@ (SRR N (SRR (U@ (AN (NN
(@) (U@ (@ (SRR N (SRR (U (RN (NN
(@) (U@ (@ (SRR N (SRR (U (RN (NN
L9} (U@ (@) (SRR N (SRR (U@ (RN [N ONE
croujcocojcoogjcoogjejeoecocgjeoe oo
curoLjcecojcocogjcocogjjeecocgjeoe oo
curoLjcecojcocogjcocogjjeecocgjeoe oo
curoLjcecojcocogjcocogjojccocgjoe oo

So konnte man diese stecken.

ere Enronjon < D5 HOS L
duBere ntrople——0,5.4+0,5‘16_ ’

ccccljcccecc
ccccljcccecc
ccccljcccecc

ccccljcceoccjcccc

ccccljcccecc

C
C
C

Fiir die optimale Wahrscheinlichkeit gibt es auch bereits eine Losung: 0,724. Es ist die Anordnung
mit Vierern und Einern.

Wenn man 2 Farben zur Verfiigung hat, dann hat jeder Vierer ein Innenbit.

AuflenBits= 63 InnenBits= 144 SchriublingBit= 0 Karos= 576 Bit/Karo=0,359
C OO OO CC OOl COCJCCCUQuUUUCCuoeeujc CoCjejejc
C OO OO CC OOl COCCCCUUUCCUCCjeje CC o CjCiojc
CCC OO OOjC CO OO0 CUUOUCCUCCjeje C O o CjC|ojc
CCC OO CC OO COCC U UUCUCCOIC]COje CO OO OO C|CiC
CCCLOOOOOjC COCJCCCUICUCUUCOjCjejeje CC Lo OO Lo
OO QOO COOOjC C OO0 C OO0 CLjueejeioe oo i
CCC OO CCCOje COCOjCC QU U Uuojejejejoe e O CCjujo
CCC OO OOjC COCCCCUCOUCCUICOC]CjCje CC Lo O CjCc
OO QOO COOjOje COCOUJCUjC OO CJC CC O] CC oo Cjojc|c
C OO OO CC OOl COCJCUje OO CJCCC Lo Ujoje C O Cjojc|c
OO QOO OOl COCOUJCUje OO LU O UjC CCCjoje C O o)
C O COjC CC OO COOJCJUiC OO OO CC OO O CjCfuic
CICIC OO OO O OO C C CJOUjC C C LU ju O O Qo O Oje CC oo
CICICOC OO O OO C C CJOUjC C C LJUCju O O O] C C Lo o CjCjuc
CICICOC e C C LU O O OO O C OO C C Lo QO Qo e CjC|ujc
IO O OO O QO OO O C C OO C C CJOJCJC C C CJC C C CJO O O CfCjuu

Variablen: A=0,5; ia=1; ig=4; Lao=4; Lg= 16

. . A-ip+(1-A) i 0,5-1+0,5-4 )

1nnereEntrople—A'LA+(1_A)‘LB—0’5‘4+0’5‘16—0, 5

-A-log2(A)-(1-A)-log2(1-A) ~ 0,5-1+0,5-1 0.1
A-La+(1-A)-Lg ~0,5:-4+0,5-16 —
Entropie = 0,25+0,1= 0,35
Die Farbe bringt also 0,25 Bit fiir jede Noppe hinzu. Der quadratische Block hat 4 Innenbits, weil er
aus 4 Vierern besteht, die jeweils eine unterschiedliche Farbe haben. Es gibt also 16 Moglichkeiten,
wie der Block farblich aussehen kann.

duBere Entropie=
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Nun stehen aber nur rote Steine zur Verfiigung. Wie wire es, wenn man die zweite Farbe dadurch
bekommt, indem man nicht griin, sondern unsichtbar nimmt? Dadurch gehen die Vierer nur halb so
schnell alle und kann mit der selben Menge noch die zweite Festplatte vollstecken.

Das ganze hat jedoch einen Haken:

AuBenBits= 63 InnenBits= 144 SchriublingBit=0 _Karas_ 576 Bit/Karo=0,359

ceccfeeeelceeeelecedic ceccpelec e cleceelelcfe
cectleceelceeeelcccJueeccgellleceefc o Cjelcle
ceeeltccLcfeceeleccdeeeccrelcleeeele e
ceeeleeeelcccccfecedlc cecclelcjeceele o Ljelcfe
ceeelicllcfeeeeleeee Clejelececlec oo
cLllccc el eelc ClejejejccccL L
ceeeleeeglcleeceefeccc L ceceeele cccjeneele
geeell CLlclemrmele ccccceccceleleleermejeccce
cleeltcctcljeeeelc Ceeeeloeeeloeeelc Lol el
Clectjueeele Ceeseelc Ceeseeleeeell CC L Cjaeeelcjelc
ceecti it ecjueeeele Ceeseelc L Ljoeeelcjaeeelcjelc
CcL el ceeeelc Loerelewmele ceeeL L celo
Clefejeejc Clceleceelceeeelcfelccc e e cfeeelefce
Clejejejele L cefeceelceeneelcfele el e Cele
Clefejceleceelefc e Cceeeelcfeleceele c e e Leecelec
clejejejejc ce el e gl e e glcelec e ele o]l CcoLfele

Man kann nicht mehr unterscheiden, ob es 4 unsichtbare vertikale Vierer oder 4 unsichtbare
horizontale Vierer sind. Beide Quadrate sehen gleich aus. Um das Problem zu beheben muss
folgende Regel eingefiihrt werden: Im Block der 4 liegenden Vierer muss mindestens einer rot sein.
Damit verschwindet eine der 16 Moglichkeiten. Die innere Entropie des liegenden Rechteckes sinkt.

ig=log2(15)= 3,907

Variablen: A=0,5; ia=1; 15=3,907; La=4; Lg= 16

innere Entropie= AA 11218:2;11}; = 0’3"51.23’3"53‘ ’19 g ! =0,245

N . -A-log2(A)-(1-A)-log2(1-A)  0,5-1+0,5-1

dullere Entropie= A-Lat(1-A)Lp =0.5410516 = 0,1

Entropie = 0,245+0,1= 0,345
Der clevere Trick, den unsichtbaren Stein zu verwenden, hat die speicherbare Information von 0,1
auf 0,345 pro Noppe gesteigert.
Eine Alternative ist, dass man die Steine nur vertikal platziert. Somit hat jeder Stein ein Bit, sodass
man auf 0,25 kommt. Damit wird die innere Entropie der Moglichkeit des unsichtbaren Steins
genutzt, aber nicht die duflere.

Die Entropie lédsst sich noch auf 0,363 steigern, wenn man die Wahrscheinlichkeit fiir den stehenden
auf A=0,732 erhoht.
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Man kann auch die Wahrscheinlichkeit fiir rote Steine senken, um diese ein zu sparen. Kommen die
unsichtbaren Steine doppelt so hdufig vor wie die roten, dann dndern sich die Innenbits.

A=1/3

i,=1og2(1/3)= 1,585

i,=10g2(2/3)= 0,585
Diese miissen noch gemittelt werden:

oz 20 logz(Ari}gl;?,g log2(1-A) _ % 1,585+§-0,585 = 0918
ig~ 3,907-1A= 3,587
) . _A-ip+(1-A)-ig 0,5-0,918+0,5-3,587
innere Enropie="y 7 (1 A) Ly = 0,5-4+0,5-16
Entropie = 0,225+0,1= 0,325 statt 0,345

=0,225

Das Opfer ist ein geringes: Auf 600 Noppen bekommt man 12 Bit weniger gespeichert, dafiir braucht
man nur 50 Vierer statt 75.

AuBlenBits= 63 InnenBits= 132 SchriublingBit= 0 Karos= 576 Bit/Karo=0,339

oo cedieecfeleigeleieieie]c C oo cfefe]e Lo cfeieieTele]
S S S e ) ) W e eyerery ©) (e
Toeele o cf@Eime]e oo delelcleeeele oo cfell o
ceeeloieiee]e CCCcfeleieng]e oo cfelelcfeieieiele o el o
cecececlelfidimglce e e e cel Ceveeliiveelc o
ceeeeceeececeeduerelRivieele celcccccrceLLeec
Eleieiefeleieel felefefgflcCCCCCC Lo e LLLLed
ceLLlllcoclRigidiele cceccececec el @@@ele cee e
ceeccccccCfeleeelececcccceCegeelcTee e
ceecf@Eiivegle ceiemele cec L LLLLeLeeeeeeec
ceeeeecLLeecelc e c@euel oo cgiveel @eee]e o
ceccf@Egiigle e cirmeliidideglcc e e e eLee e
W (%) (0 (W () ereprenl® (%) (O™ WL Sreerew ) erere G OESTa o (o) Wee
clefelelele ¢ o clefeieieielc eleleie]cfele c e e L TOCC L
Clefelcelgi@idelelcccc e el celiidieele ceeeeeeeec
Clelelo e Tl L celeiag]celeeeeleieiee]e e e
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Text in Formen legen

Man kann also 0,345 Bits pro Késtchen rausholen. Da Buchstaben eine unterschiedliche Haufigkeit
haben, kann man auch noch hoher bis 0,363.

Die einfachste Moglichkeit ist, dass man nur stehende Rechecke nimmt und jeweils 7 Bit bilden ein
Zeichen. Damit kommt man auf 0,25. Erst wenn man auch liegende Rechecke nimmt, dann kommt
man hoher.

Jedes Muster muss eindeutig zuordbar sein. Fiir ein Quadrat liegender 4- 1 Rechtecke gibt es 16
Moglichkeiten, wenn das Quadrat ein Innenbit hat. Fiir ein stehendes Rechteck gibt es genau 2
Moglichkeiten.

Fiir das Leerzeichen wird rote Rechteck vergeben. Beim Lego ist es der unsichtbare Stein. Ein
Zeichen wird mit einem Block liegender Rechtecke abgeschlossen. Vor dem Block stehen noch bis
zu 3 Rechtecke, von denen das erste griin sein muss, denn sonst kann man es vom Leerzeichen nicht
unterscheiden. Obwohl das Zeichen mit einem griinen (oder keinen) stehenden Recheck beginnen
muss, gibt es bei 3 Rechtecke 2°=8 Moglichkeiten. Dies liegt daran, dass fiihrende rote Rechtecke
weggelassen werden. Die den 8 Moglichkeiten werden mit den 16 Moglichkeiten im Block
multipliziert, sodass es 128 Moglichkeiten (7Bit) gibt. Da dem Lego beim unsichtbaren Stein eine
Moglichkeit fehlt, werden nur 8- 15= 120 Moglichkeiten verwendet.

- 434 Kiisichen; 2940 Buchstaben= 226 Pl oBe=3200 Kiisichen/Bughsiabe=14,16.
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Den 120 Moglichkeiten werden nun Buchstaben, Zahlen, Sonderzeichen zugeordnet. Auch Gruppen
von 3 Buchstaben, sowie die hiufigsten Worter werden vergeben.

Héufige Buchstaben werden mit dem liegenden Recheck dargestellt, das keine vorangestellten
stehenden hat. Dadurch braucht es nur 4 Rechtecke. Das Leerzeichen ist gegeniiber dem e der
hiufigste Buchstabe und braucht nur 1 Rechteck. Um beim Lego moglichst viele unsichtbare
Rechtecke zu haben, haben die hidufigen Buchstaben nur 1 oder 2 griine Rechtecke.

Wieviel wird mit der Methode herausgeholt? Mittelwert bei Gleichverteilung:
4-(1-1+15-4+15-5+30-6+60-7)
121

= 24,33 Kistchen fiir 1 Zeichen

7
m = 0,29 Bit pro Kistchen
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0,29 ist zwar Besser als die 0,25 aber weit unter 0,363. Nimmt man an, dass jedes sechste Zeichen

ein Leerzeichen ist und die hdufigen Buchstaben 3 mal so oft sind, dann:
4-(20-1-143-15-4+15-5+30-6+60-7)

1942-15+121

6,5

20,59 ~

0,316 Bit pro Kistchen

= 20,59 Kistchen fiir 1 Zeichen

6,5 statt 7, weil die Entropie bei unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten sinkt.

Aber in der Berechnung fehlt der Vorteil, dass es Buchstabengruppen gibt. 6 Buchtstaben fiir 7
Rechtecke, das sind 4 Késtchen pro Buchstabe und nicht 24. Buchstabengruppen wirken nur bei
Textkompression, aber nicht bei anderen Daten, sodass die Ersparnis nur bei Texte wirkt.

Steine: 477 Noppen: 38

8 Buchstaben= 275 Plattengrofie= 4080 Noppen/B

chstabe=14.83
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Wieviel Bits passen in ein Byte?

In einem Byte passen die Zahlen von 0 bis 255, also 8 Bit. Aber da geht noch mehr, indem man
einige Bytes um 90° gedreht anordnet.

Diese Aufgabe lasst sich in 2 Teile zerlegen. Der innere ist 8 Bit und beim dufleren geht es darum,
dass Rechtecke der Linge 2 platziert werden. Das duBere wirde ja schon berechnet, das sind 2/3.

Man braucht nur zu rechnen
8+0,666= 8,666 Bits pro Byte

Variablen: A=0,5; ix= 8; ig=8; La=2; L= LA2
AuBenBits= 47 InnenBits= 576 SchriublingBit= 0 Karos= 144 Bit/Karo=4,33
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Schriubling
Zwischen den Zeilen kann auch Information untergebracht werden. Wenn 2 Blocke libereinander
sind, dann kann dazwischen ein Block liegender Rechtecke stehend gedreht werden.

AuBenBits= 96 InnenBits= 228 SchriublingBit= ( AuflenBits= 96 InnenBits= 228 SchriublingBit= '
@ —\- @ < < <=
--—\—'i‘-—\—\—\--—\—l‘]-—\—\—\

=== 000X
SHSSSSN00000 b= UES
0000000

SS000¢
e oaaile

[EE %%[ % —s=s=e=(1]
SUUC
00 0=000

Schriublinge konnen bei Einern La=1 nicht auftreten. Es gilt daher immer L= L2
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Je linger die Rechtecke sind, desto unwahrscheinlicher ist es, dass 2 Blocke genau iibereinander
sind. Dafiir gibt es aber mehr Moglichkeiten, wo verschraubt werden kann.

Die wahrscheinlichkeit ein Block ein Schriubling bekommen kann ist:

-A 05
A+(1-A)-Ly ~ 0,5+0,5-2

S=

= 1/3 fir Zweier

Bei Dreiern und hoher kann es sein, dass im oberen Block bereits ein Schridubling drin ist, der die

Anzahl der Verschraubungen reduziert.

Die Anzahl der Moglichkeiten der Verschraubungen ist die Rechtecklidnge. Bei einem Zweier gibt es

genau 2 Moglickheiten: Nichts oder mittig.

AuBlenBits= 32 InnenBits= 126 SchriublingBit= 0 Kar AuflenBits= 32 InnenBitg
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Bei Vierern gibt es 4 Moglichkeiten, von denen 3 einen sichtbaren Effekt haben. Die Entropie ist

auch hier wieder der Zweierlogarithmus.
is=log2(LA)

Wie viele Kistchen werden benétigt, um ein Schraubling zu erhalten?
Die Wahrscheinlichkeit, dass der Block erscheint, ist (1-A). Dann muss er der Zeiger auch noch auf
dem Blockanfanz zeichen und dariiber mit der Wahrscheinlichkeit S dariiber einen Block haben.

Kistchen= (- A)2 = 0, 52

La-(A+La-(1-A))>  2-(0,54+2-0,5)

= 18 fiir Zweier

Der Beitrag der Schréiublinge ist seine Entropie pro Késtchen

i

log2(Ly)-(1-A)?

Schrdubling= s chen = La- (A+La- (1-A))2
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Die Entropie ist damit die Summe aus innerer Entropie, dullerer Entropie und Schridublinge

Rechtecke 2 3 4 5 6 7 8 9
A 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
LA 2 3 4 5 6 7 8 9
LB 4 9 16 25 36 49 64 81
iA 0 0 0 0 0 0 0 0
iB 0 0 0 0 0 0 0 0

innere Entropie 0 0 0 0 0 0 0 0

duBere Entropie | 0,333 0,167 0,1 0,067 0,048 0,036 0,028 0,022
Schriubling | 0,056 0,033 0,02 0,013 0,009 0,006 0,005 0,004

Bit pro Kistchen | 0,389 02 0,12 0,08 0,056 0,042 0,032 0,026
Der Schriubling bringt etwa 20% mehr Entropie.

Wenn es keine innere Entropie gibt, dann kann man den Schriubling als innere Entropie umwandeln.

log2(Ly) .,
B=""1 1T, fiir A=0,5

log2(La)-(1-A)
1B= " A+La-(1-A)

Rechtecke 2 3 4 5 6 7 8 9
A 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
LA 2 3 4 5 6 7 8 9
LB 4 9 16 25 36 49 64 81
1A 0 0 0 0 0 0 0 0
iB 0,333 0,396 0,4 0,387 0,369 0,351 0,333 0,317
innere Entropie | 0,056 0,033 0,02 0,013 0,009 0,006 0,005 0,004
duBere Entropie | 0,333 0,167 0,1 0,067 0,048 0,036 0,028 0,022
Bit pro Kistchen | 0,389 0,2 0,12 0,08 0,056 0,042 0,032 0,026

Zusammenfassung der Formeln
_ . A-ip+(1-A)-ip
innere Entropie= A-La+(1-A) L
-A-log2(A)-(1-A)-log2(1-A)
A-La+(1-A)-Lg
o log2(La)-(I-AY
Schriubling= La (A+La-(1-A))2

dullere Entropie=

innere Entropie
Entropie= 2 duBere Entropie
Schriubling
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Fiillung mit Pentominos

Von den 12 Pentominos konnen zwar alle die Flache liickenlos fiillen, aber nur einige kénnen auch
Information speichern. Entscheidend ist aber, ob sie Informationen in 2 Dimensionen speichern
konnen. So erzeugt das V diagonale Reihen, die sich in ihrer Orientierung unterscheiden. Senkrecht
dazu kann ein Bit pro Reihe gespeichert werden. Somit kann das V keine Information auf einer
Fliache speichern und scheidet aus. Auch N, T, U, W, X und Z konnen keine Information auf die
Fliache legen.

Interessant sind daher nur I, F, L, Y und P.

N T U V W X Z I F L Y P

Innenbit v v v v
AuBenbit v v v vv

Schréubling v v v v

I
I ist ein Rechteck der Linge 5. Dieses hat AuB3enbits und Schridublinge, aber keine Innenbits.
Losung:

Variablen: A=0,5; 4= 0; ig=0; La=5; Lg=25

Entropie = 0+0,067+0,013= 0,08
If 11 1 04 If 104 1

Grundsitzlich konnen Farben und andere innere Objekte dem Rechteck Innenbits geben.

AulBenBits=44 InnenBits=1089 SchriuhlingBit=2 Karos= 600 Bit/Karo=1,893
(Y~ —() ) " an(=

=z’ |1l
»—1«0)5 . !((0 i — !
o >

) (= ,ﬂ“’ﬂ" =g
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F

4 F Pentominos bilden eine Kachel, mit der im Abstand 4;2 die Fldche gefiillt wird. Wie die Fs in der
Kachel angeordnet werden konnen, dafiir gibt es 3 Moglichkeiten. Dann gibt es noch halbe Kacheln,
die nur eine Moglichkeit haben. Eine Kachel hat daher 1og2(3)=1,585 Innenbits und eine halbe
Kachel hat kein Innenbit.

1,6 1,6 1,6

Nimmt man nur die Kacheln, dann teilen sich die 1,585 auf 20 Kistchen auf.
Entropie= 1,585/20= 0,079

Da es halbe und ganze Kacheln gibt, dann man das auf die Losung fiir ZweierRechtecke reduzieren.
Eine Kachel hat damit allerdings nur noch 2 Méglichkeiten, weil die Form aus 2 halbe Kacheln
schon fiir die halbe Kachel vergeben ist.

Variablen: A=0,5; i4=0; ig=1; Lo=10; Lg=20
Da ein F aus 5 Kistchen besteht, kann man erstmal durch 5 dividieren und die Werte fiir
Zweierrechtecke nehmen.

Variablen: A=0,5;14=0; ig=1; La=2; Lg=4

) . A-ip+(1-A)ig 0,5-040,5-1 1

innere Entropie="y +(1"A) Ly ~0,52+0,54 = 6

-A-log2(A)-(1-A)-log2(1-A) 0,5-1+0,5-1 1

duBere Entropie= A-La+(1-A) Ly ~0,5240,5-4 73
Sehriublinee J0L2MAN (FA2 1052 1
CATAUBINE= T\ (A+L,-(1-A))? = 2-(0,5+2-0,5)> ~ 18
111 10

Entropie = -+3+7¢ =7¢
Da ein F 5 Késtchen belegt, muss noch durch 5 geteilt werden

Ertronie = 10 _10_1
ntropie = 5.1890~9
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L

Ein L stapelt sich zum Rechteck zusammen. Da 5 ungerade ist, gibt es keine anderen Formen. Im
Rechteck konnen die beiden Ls in 2 Moglichkeiten angeordnet werden, sodass jedes Rechteck ein
Innenbeit hat. Ein Bit fiir 10 Kistchen wire eine Entropie von 0, 1.

Doch da geht noch mehr:
Man kann 2 Rechtecke an seinen kurzen Seiten verbinden, sodass man ein 2- 10 Rechteck hat. Dieses
entspricht einen 1-5 Rechteck, von den bekannt ist, dass es AuBenbits und Schraublinge hat.

11 1 11 o1l 1o I I
| |
1’—[ 1’—[
1 ] |

1 |1 | 1 |1
1 1
]
T

Variablen: A=0,5; ix= 2; ip=10; Ly=20; Lp= 100

. _ _Aigt(1-A)ip _0,5-240,5-10
innere Entropie=", 1 +(1-A)-Ly = 0,5-20+0,5-100 = %1
-A-1og2(A)-(1-A)-log2(1-A) __0,5-140,5-1

dullere Entropie= A-Latr(1-A)Lp =0.5-2040.5-100 = 0,0167
R 0,013
Schriubling= 4Ls pro Rechteck — 0,003

Entropie= 0,1+0,0167+0,003= 0,12
Dadurch werden zusitzliche 0,02 Bits pro Késtchen rausgekitzelt.

AuBelnBlits= 44 InnI

Bits= 2|40 Sf‘l}r'ziubl'lngit= I2 Karos= 6I03 Bit/Karo=0.477
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Y
2 Ys konnen ein Bit speichern. Der Block wird im Abstand von 3;1 angeordnet. Da es kein anderes
Muster zum Kombinieren gibt, gibt es keine AuBenbits.

1 Innenbit fiir 10 Késtchen, das macht eine Entropie von 0,1 pro Kistchen.

P

Wie beim L bilden 2 Ps ein 2-5 Rechteck. Jedoch kann das P auch noch breitere Rechtecke bilden.
So gibt es das 4-5 Rechteck und das 6-5 Rechteck. Damit gibt es mehr als 2 Objekte, die in einer
Zeile angeordnet werden konnen, sodass die Formeln so nicht verwertet werden konnen. Bei 3 und
mehr Objekte wird wie beim TetrisL verfahren.

1 > 2

1 1,4 3

[

Setzt man die Wahrscheinlichkeiten 0,5; 0,375 und 0,125, dann ergibt sich eine
Entropie von 0,179.
Moglich sind auch noch einige P spezifische Schriublinge.

Zusammenfassung

Mit 0,179 Bits pro Késtchen ist das P Pentomino das Ergibigste.
I 0,08

F 0,111

L 0,12

Y 0,1

P 0,179




L-Formen Simon Pie @@ cc-by-sa Seite 35 m

Bilder

AufBlenBits= 205 InnenBits= 320 SchriublingBit= 32 Karos= 640 Bit/Karo=0,87
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AuBenBits= 205 InnenBits= 320 SchriublingBit= 32 Karos= 640 Bit/Karo=0,87
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